Tutorium 7

1 Skalarprodukte

Bemerkung. Fiir jeden komplexen Vektorraum
V mit dimV > 2 und jede komplexe Bilinear-
form P auf V findet man einen Vektor v % 0 mit
P(v,v) =0.

Es gibt also keine positiv definite Bilinearformen
iiber V!

Definition. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Ab-
bildung (-,-) : V x V — R heifst Skalarprodukt
=

(i) (MWw+w,z) =X(v,z) + (w,x)

(
(0, Az +y) = A (v, 2) + (v, y)
(Bilinearitét)

(v,

(i)
(iii)
Ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt heifst
euklidischer Raum.

w) = (w,
v # 0= (v,v) > 0 (Positive Definitheit)

v) (Symmetrie)

Definition. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Ab-
bildung (<) : V x V — C heift komplexes
Skalarprodukt :<

(1) (M +w,z) = A(v,z) + (w, z)
<’U, Az + y> =A <va> + <U,y>
(Sesquilinearitét)

(ii) (v, w) =

(iii) v # 0= (v,v) > 0 (Positive Definitheit)

Ein C-Vektorraum mit komplexem Skalarprodukt
heifst unitdrer Raum.

(w,v) (Hermitezitét)

Beispiel. Das Skalarprodukt

() R" xR" - R, (z,y) — z'y
heifst Standardskalarprodukt auf dem
R™  dieser heift dann n-dimensionaler

cuklidischer Standardraum.

Beispiel.

(,):C"xC" = C,(x,y) —z'g

heift (komplexes) Standardskalarprodukt auf
dem C™, dieser heifit dann n-dimensionaler
unitdrer Standardraum.

Satz. Die Fundamentalmatrix

Dp,p((--) = ((bi, bj)) =2 F
ist symmetrisch (F7 = F) und positiv definit,
und es gilt:

(v,w) = Dp(v)" - Dp - Dp(w)

Satz. Die Fundamentalmatrix

Dp p(() == ((bi; b)) = F
ist hermitesch (F7 = F) und positiv definit, und
es gilt:

(v, w) =

DB(’U)T . DB,B . DB(’LU)

Satz (Hurwitz-Kriterium). Sei F' € R™*" sym-
metrisch. F' ist positiv definit :&

det F, >0 firk=1,...,n

Satz (Hurwitz-Kriterium). Sei F' € C™**™ hermi-
tesch. F' ist positiv definit :<
det Fp, >0 firk=1,....,n

mit Fj = (fl'yj) S Cka

Bemerkung. Es sei nun V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt
(+,+). Alles was folgt gilt aber genauso fiir unitéire Vektorrdume!




Satz (CSU). Fiir alle v,w € V gilt:

<’U,w>2 < (v, v) {(w, w)

Aufgabe 1. Finde eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform B auf
dem R7 sodass B(m,m) =0firm=(1 2 3 2 1 0 I)T.

Lésung. Es geniigt, eine entsprechende Fundamentalmatrix F' zu finden. Wir
setzen eine Diagonalmatrix an, denn diese ist symmetrisch und mit ihr lésst
sich leicht rechnen:
F = diag()\l, ey )\7)
= mT F-m=X\+4\+ 93 +4\ + X5+ A7

Wir wéhlen also z.B. Ay = ... = Ag = 1 und A7 = —20 und sind fertig, denn F'
hat somit vollen Rang, B ist also nicht ausgeartet!



2 Norm und Metrik

Definition. Eine Abbildung ||-|| : V' — R heifit Norm :&
() |[v|| >0 und |[v|]|=0<v=0
(i) [[Av[] = Aol

(iii) [[v 4+ wl| < [[v]| + |Jw|

Definition. Eine Abbildung d : M x M — R heift Metrik :<
(i) d(z,z) >0und d(z,2) =0z =0
(i) d(z,y) = d(y,z)

(iii) d(z,2) < d(x,y) +d(y, z) fir alley € M

Bemerkung. Intuitiv: Normen messen Lingen, Metriken messen Absténde!

Eine Metrik benotigt keinen VR!

Definition und Satz. Jedes Skalarprodukt (-, -) induziert eine Norm

ol := V/{v,v)
und jede Norm ||| induziert eine Metrik
d(v, w) = [|v — wl|

Aufgabe 2. Sei (-,-) das durch die Fundamentalmatrix F' := (f;;), fi; =
1+6; j gegebene Skalarprodukt auf R”. Bestimmte die von (-, -) induzierte Norm
vonm:(l 23 210 1).

Losung.
ml? = (o, m) = - F
1 1 >omy
= mT : m+mTm mT +mTm = (Zm,) mT
1 ... 1 >omy
= 10? +20 = 120



3 Orthogonalitait

Definition. v, w € V heifsen orthogonal :< v 1 w &

(v,w) =0

Aufgabe 3. Sei V ein unitdrer Vektorraum und v, w € V. Zeigen Sie:

[lw|| < ||M+w|| firalle AeC < v 1w

Beweis. Fir v =0 ist die Aussage trivial, wir betrachten v # 0:

<w7w> < </\U + w, \v + w>
= M (0,0) + A (v, w) + A (w,v) >0
= A2 (v,0) + A (v, w) + A{v,w) >0
= |\ (v,0) + 2Re(A (v, w)) > 0
Das liefert zum einen die Riickrichtung, andererseits gilt fiir alle A € Rq:

A2 (v,v) + 2ARe((v,w)) >0
= Mv,v) + 2Re({v,w)) <0
= A< —QW

<0

= Re({v,w)) =0
sowie fiir alle A\i € Ry ¢i:
A (v,v) + 2Re(Ni (v, w)) >0
A (v,v) — 22 Tm((v,w)) >0
= A(v,v) —2Im((v,w)) >0
= A omv,w)

(v, v)
—_———
>0

= Im((v,w)) =0

was die Hinrichtung zeigt. O

Definition. 0 ¢ M C V heifst Orthogonalsystem (OGS) <

(v,w)y=0 firv,we M,v#w

Gilt zusétzlich (v, v) = 1 fiir alle v € M, so heifst M Orthonormalsystem (ONS).

Ist M Basis von V, so heifst M Orthogonalbasis (OGB) bzw. Orthonormalbasis
(ONB).

Bemerkung. Jedes OGS lisst sich durch Normierung (v’ := ‘L) in ein ONS

ol|

verwandeln.



Satz (Fourierformel). Ist B eine OGB bzw. eine ONB, so gilt:

v=3" EZZIX” bow. 0= (v,b)b

beB

Korollar. M OGS = M l.u.

Satz (E. Schmidt). Sei vy, ...,vr € V lLu. mit k¥ Elementen. Dann ist die Menge
w1, ..., wy definiert durch

wy ‘= V1
-1
<’Uj,'LUi>
T
! ! i—1 <wlaw1> ’
ein OGS mit (vy,...,v5) = (wy,..., wg).

Definition und Satz. Sei U ein UVR von V mit dimU < oo. Dann ist das
orthogonale Komplement

Ut :={veV |VuelU: v lu}

ein UVRvon V mit V=U®U" .
Also lésst sich jedes v = v + u+ € V mit u € U,ut € UL schreiben, und man
hat die orthogonale Projektion von V auf U:

au:V—=U ut+ut—u

Aufgabe 4. Sei U der von
)
Pp— Pp— O
Up 1= 0 , U = 9
0

aufgespannte UVR des C* mit dem Standardskalarprodukt. Bestimmen Sie eine
ONB von U™ und die orthogonale Projektion ;. .

Lésung. Durch “scharfes Hinsehen”

21 0
2 i
1 10 J_Ul,’ll,g
0 1
Wir orthogonalisieren diese Vektoren mit E. Schmidt:
0 2 3\ (9 0\ , [2i 0
i NIV S EA
T ol T 0N [0 o] = |1 2 |0
1 0 ¢\ 1 0 1

und erhalten w; := %vl, Wy = %’Ug als ONB von U~L. Fourierformel:

= emi =3 (D) (1) - (D) (3

O =



4 Abstande

Definition. Seien () # A, B C V. Dann heif$t
d(A, B) :=inf{d(a,b) | a € A und b € B}

der Abstand von A und B.

Definition. Seien ¢ € V und U UVR von V. Dann heifit
a+U:={a+u|uecU}

affiner Teilraum von V. Insbesondere heifst
ab:={a+AXb—a) | NeR}=a+ (b—a)

Gerade durch a und b.

Satz. Sei a € V und U, W endlichdim. UVRe von V. Dann gilt:

d(a+UW) = ||ruiw)-(a)]]

Satz. Geometrische Interpretation: Das Lot verlduft orthogonal zu den Rich-
tungen U und V!

Aufgabe 5. Sei

1 1 -2 1 1

2 3 —4 4 2
U:—< i, 1], (-1],]1 >g]R<59 2| =v

0 0 0 0 1

0 1 1 2 1

Bestimmen Sie den Abstand von v zu U+L.
Losung.
d(v,U") = d(v+{0},U") = ||mw)2 (@) = [l7u )] = [[v — 7y ()]

Denn es scheint leichter eine ONB von U+ zu finden: ein Basisvektor ist ey, und
Gauk auf das EZS von U zeigt, dass in der Tat dim U = 4 gilt, und folglich ey
der einzige Basisvektor von U~ ist. Also:

d(v,U) = [Jv = (v, eq) ea|| = ||

— O NN -
I
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