LOSUNGSSKIZZE BLATT 12

(OHNE GARANTIE. . .)

Lésungsskizze Aufgabe 56. Zu minimieren ist die Zeit

A
| s erienta
0
=:f(y,z,2)
unter den Nebenbedingung x(0) = 0, x(A) = a. Dabei zeigt unsere y-Achse

nach unten, und oBdA (wieso?) seien a und A nichtnegativ. Die Euler-Lagrange-
Gleichung lautet

_ oF dJF _ dJF
Oz dy ox'  dy ox'
=0
also ist % =: C konstant. Das fiihrt auf
()21 — C?2y) = 2C?%y

und wir betrachten mal physikalisch motiviert nur den Fall 2’ > 0 (formal miisste
man den anderen Zweig auch ausrechnen und der fiihrt dann hoffentlich auf kein
Minimum). Also

fir K = . Also

_1_
2C?

[y
= D
x J K—er

und substituiert man , /KLW = 4 dann erhilt

Y d 1
/ =-Kl|lu—— ¢
f K-y fudu1+u2 u,
was nach partieller Integration und Riicksubstituieren die Losung
z(y) = —Vy(K —y) + Karctan(Ky_ y)

liefert (D = 0 weil 2(0) = 0). Was hat das nun mit einer Zykloide zu tun? Setzt
man - = tan(wt) an dann erhélt man

K
x(t) = 5 sin(—2wt + Kwt

y(t) = g(l — cos(—2wt))

Mit —2w =1 und R := % ist das
x(t) = R(t —sin(t))
y(t) = R(1 — cos(t))

(und R miisste man noch so wihlen dass z(A) = a erfillt ist). Das ist die Param-
eterdarstellung einer Zykloide.
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Deshalb sieht die Losung des Brachistrochronenproblems (y-Achse zeigt nach unten)

(Bilder von Wikipedia) O

Losungsskizze Aufgabe 57. Gesucht ist der Graph einer Kette (z,y(x)), die durch
(a, A), (b, B) geht. Dabei wird die y-Koordinate

b b
(| iR [ Vit

des Schwerpunkts minimiert unter der Nebenbedingung, dass die Lénge

b
Lw)i= | VIt W)

gleich vorgegebenen Konstanten [ ist.

Das ist natiirlich dquivalent dazu, dass wir

b
F(y) = J yv/ 1+ y%dx
unter der Nebenbedingung L(y) = [ und den Randbedingungen y(a) = A, y(b) = B

minimieren.

Man kann sich jetzt folgende hinreichende Bedingung iiberlegen, durch die man
eine Losung erhalten kann:

Idee. Ist A € R eine Konstante und yg eine Funktion, die
F(y) + AL(y)

minimiert, dann minimiert yo auch F(y) unter der Nebenbedingung L(y) = L(yo)
(jeweils unter den iiblichen Randbedingungen).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
F(y) + AL(y) = F(yo) + AL(yo)

=F(y) = F(yo) + A (L(yo) — L(v))
=0

Der Ausdruck in der Klammer ist 0 fiir alle y, die die Nebenbedingung L(y) = L(yo)
erfiillen. O

Beachte, dass wir den korrekten Wert von A\ spéater erst noch bestimmen miissen,
so dass das zugehorige yo dann auch die richtige Linge L(yo) = [ hat.
Also: Wir minimieren das Funktional
b
Fly) + AL(y) = f VIt g2y + ) de
@ ST

=:h(z,y,y")
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Die Euler-Lagrange-Gleichung lésst sich umschreiben zu
d oh
L - 2
dz ( oy’ 4

(das geht immer, wenn h nicht explizit von = abhingt). Also ist

oh
h——y =C
oy’ Y
konstant und die daraus resultierende Differentialgleichung erster Ordnung kann
man nach Trennung der Variablen integrieren und man erhilt als Losung

/)=0

y(x) = C’cosh(% +D)— A\

Die Nebenbedingung und die zwei Randbedingungen fiithren auf drei Gleichungen,
aus denen man die Konstanten C, D, A bestimmen kann, und das ist dann hof-
fentlich eine minimierende Losung des Variationsproblems mit A, so dass die Idee

oben eine Losung des Ursprungsproblem liefert. Das sieht dann irgendwie so aus
fir A = B.

. \ r W » p=i

h

B wash

a-wl aeti] yemie
b=h+a

Tatséchlich gibt es mehrere Losungen, bei der einen ist der Schwerpunkt unter der
Nebenbedingung mazimiert (Euler-Lagrange macht da ja keinen Unterschied, die
Losung muss nichtmal extremal sein. . . ). O

Jetzt hatte ich noch erkldrt, wieso C'*-Mannigfaltigkeiten so definiert sind wie
sie das sind (damit man sinnvoll von glatten Funktionen zwischen ihnen sprechen
kann...).

Lésungsskizze Aufgabe 58. Zu zeigen war, dass
A= {p: US V: ¢ Karte, die mit A vertriglich ist}
der maximale Atlas ist, der A enthélt.

Es ist klar, dass A < A’. Falls A’ ein Atlas ist, dann ist es auch klar dass er
maximal unter denen ist, die A enthalten (denn alle Karten eines Atlas, welcher A
enthilt, miissen natiirlich insbesondere mit den Karten aus A vertraglich sein).

Noch zu zeigen ist also, das A’ ein Atlas ist. Dazu muss man vor allem beweisen,
dass die Ubergangsfunktion
eyt
YU NU)—= pUnl)

zweier Karten ¢: U — V, 1p: U’ — V', die mit A vertraglich sind, glatt ist. Nun ist
aber | J,U; = X, also (), (U nU" nU;) = (U nU’), und da Glattheit eine lokale

Eigenschaft ist geniigt es zu zeigen, dass die eingeschrinkten Ubergangsfunktionen

-1
SU AU AU) S oUn U AT
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alle glatt sind. Die kénnen wir aber auch schreiben als die Komposition

WU AU A U) 220 iU U U S5 (U - U7 A U

zweier Funktionen die beide nach Voraussetzung glatt sind (¢, % sind mit A
vertriglich). O

Lésungsskizze Aufgabe 59. Es ist der top. Raum
S™ = {(mi): Y a7 =1} S R"

(induzierte Topologie) mit einem Atlas aus 2 Karten auszustatten, so dass S™"! zu
einer (n — 1)-dimensionalen C*-Mannigfaltigkeit wird.

Idee: Stereographische Projektion

Z

Wir bezeichnen also mit N = (0,...,0,1) den Nordpol und definieren eine Abbil-
dung

SN - R
PN U ~— Durchstofpunkt der Gerade durch N und U mit R"™! = {z,, = 0}

In Koordinaten sieht das dann so aus:

T Tn—1

)

goN(xl,...,xn):(l_x T

Dass ¢ eine Karte ist sieht man am einfachsten, wenn man versucht, eine Umkehrab-
bildung ausrechnen, und bemerkt dass die Funktionen beide stetig und invers
zueinander sind.

Analog definiert man sich eine Karte pg: S""1\{S} — R"~!, wobei S der "*Siid-
pol"” ist

Dass die Vertréglichkeitsbedingung erfiillt ist sieht man den entsprechenden Formeln
dann leicht an. O
Lésungsskizze Aufgabe 60. Interessant ist nur der Teil mit dem Atlas.

Man stellt sich R?/ ~ am besten als Quadrat vor, dessen gegeniiberliegende Seiten
jeweils identifiziert werden.
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Der Raum R?/ ~ ist iibrigens homdomorph zum Torus

(blau = lila), und deshalb schreibe ich jetzt immer "‘Torus"’...

Jetzt erinnert (?) man sich, dass die Quotiententopologie so definiert ist dass
U < R?/ ~ genau dann offen ist wenn das Urbild 7=!(U) unter der kanonischen
Projektion offen ist. Die Teilmenge @ := 7((0,1) x (0,1)) des Torus z.B. ist offen,
weil das Urbild eine disjunkte Vereinigung offener Quadrate im R? ist. Insbesondere
sieht man so, dass 7 eingeschrinkt auf das offene Quadrat (0,1) x (0,1) einen
Homd6omorphismus auf @) ist. Das wire also eine Karte.

Durch Verschieben des Ausgangsquadrats erhdlt man weitere Karten, und die sind
alle vertriglich miteinander da die entsprechende Ubergangsfunktion eine Transla-
tion im R? ist. O



