GAUSSABSCHATZUNGEN FUR WARMELEITUNGSKERNE

MICHAEL WALTER

Es sei (Q, p) ein o-endlicher Mafraum. Wir bezeichnen die komplexwertigen messba-
ren Funktionen auf Q mit LY := L%(Q;C). Allgemein schreiben wir immer LP :=
LP(Q, p;C) und || - ||, := || - ||z». Unsere Halbgruppen sind immer stark stetig.

1. EINFUHRUNG

Wairmeleitungskerne. Unter bestimmten Voraussetzungen besitzt eine Halbgrup-
pe (e~4%);>0 auf L? mit selbstadjungiertem Erzeuger A einen Kern (p;)i>0, d.h. es
existieren p; € L%(Q x Q) mit

(e=Atu)(z) = / pe(z,)u du (a.e.,Vt > 0,u € L?)
Q
Dieser Kern heiftt Warmeleitungskern falls er einer Abschétzung
Ipelloe St (ae, V> 0)
geniigt.
Beispiel 1. Der Gaufskern

d xr — 2
gi(w,y) := (4mt)” 2 exp (—l 4ty‘ )

ist der Wirmeleitungskern der Gaufhalbgruppe (e=2t), die vom Laplace-Operator
auf L?(R?, dx) erzeugt wird.

L?—L>~-Abschiitzungen. Hinreichende Voraussetzungen fiir die Existenz eines
Wirmeleitungskerns sind L2?-L°-Abschditzungen der Form

le™|pomsze S5 (V2> 0),
welche wir in Abschnitt 2 untersuchen werden. Man erhilt ndmlich durch Dualisie-

ren die gleiche Abschitzung fiir ||e=4||;1_,12; es folgt

4
2

e ™ paypee S le ™2 [ passralle™ % || o poe S 7 (Vt > 0),

und das garantiert die Existenz eines Warmeleitungskerns.

Gauftabschitzungen. Besitzt die Halbgruppe nun einen solchen Warmeleitungs-
kern, so ist es oft interessant, ihn mit dem Gaukkern zu vergleichen (vgl. Einfiihrung
und Bibliographie in [CS08]). In Abschnitt 3 werden wir deshalb zeigen, dass ein
gleichméfig elliptischer Operator unter bestimmten Voraussetzungen sogenannte
Gaufabschitzungen der Form

|pt(x7y)| 56 |g5t(x7 y)|e(5o¢+€)t (a"e‘th > 07 € > 0)
zulésst.

Diese Ausarbeitung basiert auf [Ouh05, Kapitel 6].
1
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2. L2—[°°-ABSCHATZUNGEN

Voraussetzungen. In diesem Abschnitt sei a eine dicht definierte, symmetrische,
akkretive, stetige und abgeschlossene Form auf L2. Der assoziierte Operator A ist
dann akkretiv und selbstadjungiert und die zugehdrige Halbgruppe (e=“¢);>( eine
Kontraktionshalbgruppe auf L2. Wir fordern desweiteren, dass die Halbgruppe L>°-
kontraktiv ist!. Damit ist sie auch LP-kontraktiv fiir alle p € (2,00).

Erinnerungen. Aus den Forderungen an a ergibt sich die Existenz einer akkreti-
ven selbstadjungierten Quadratwurzel Az von A. Es gilt D(A2) = D(a) und
a(u,v) = <A%u,A%v>2

(siehe [Ouh05, Kapitel 8]). Ist Az auRerdem injektiv so existiert die Inverse; sie ist
dicht definiert und hat folgende Integraldarstellung:

/ t=2e~Aly dt

0

(vgl. [KW04, Corollary 15.20]).

Aus der Analytizitdt der Halbgruppe ergeben sich noch folgende Abschétzungen
| Ae= ) St

late 2 s e

N|=

(1) A Syu=n"

Extrapolation. Das folgende Lemma liefert L2—~L>°-Abschétzungen durch Extra-
polation. Es gilt sogar fiir beliebige Halbgruppen auf L2, soweit diese nur L°°-
kontraktiv sind.

Lemma 2 (Extrapolation). Fir Konstanten r > 2 und C,a > 0 gelte
lle= |20 < CE™% (V2> 0)

Dann folgt

ar
—2

lle™lremre S77 (vt > 0)

Beweis. Riesz-Thorin-Interpolation zwischen L2-L" und L>®-L*® liefert fiir alle

p € [2,00) die folgende Abschiitzung (6 = %, q="5):

e )| 1o porre < Cot™ 5 (V> 0)

Sie erlaubt es, dass wir uns sukzessive (jeweils um den Faktor § > 1) der gesuchten
Norm néhern. Dafiir setzen wir ¢ := T—;lr’k und py, 1= 2(%)’“ Dann gelten nédmlich
>t =1 sowie Y i = 303y und wir erhalten fiir alle u € L?N L%

n—1

L —1
lle™ullp, < T lle™ ™ llpm o powen - Jle 402020 ]| Loy 1o -[Jul o,
k=0

<1
und damit durch Grenziibergang wegen der Dichtheit die Behauptung:
2 _2a ar
e llzane < [T O ()5 07
k
O

LTatsschlich ist bereits gleichméfige Beschranktheit auf L°° hinreichend fiir die Ergebnisse
dieses Kapitels, siche [Ouh05, S. 156].
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Charakterisierung. Die folgenden Sitze charakterisieren L?~L>-Abschitzungen
durch Ungleichungen bekannten Typs.

Satz 3 (Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung). Fiir d > 0 sind dquivalent:
(i) lle |l S5 (VE> )
(ii) fir ein/alle q € (2, 00] mit d%5= 2 <1 gilt
2 —dig?
ullg S a(u, w5 Jlull, "2 (Vu € D(a))
Satz 4 (Nash-Ungleichung). Fir d > 0 sind dquivalent:
i) Nl ponpe S17F (v>0)
(ii) ||ull3"* < a(u,w)lull{  (Vue D(@) N LY

Die vorangehenden Sétze beweisen wir nicht, da wir sie im Weiteren nicht bendtigen
werden.

Satz 5 (Sobolev-Ungleichung). Fir d > 2 und mit ¢* := quq sind dquivalent:

(i) el SE4 (¥ 0)
i) A=z L2 — L% existiert und ist stetig
(i) |[ull3 < a(uu)  (vue D(a))

Beweis. (i) = (ii): Zunichst liefert Riesz-Thorin-Interpolation zwischen L'-L* (!)
und L*°-L*> Abschitzungen

e llamse S8 (V6> 0,q € (1,00))

Wir werden nun zeigen, dass A~? fiir alle q € (1,d) vom schwachen Typ (g, ¢*) ist.
Marcinkiewicz’ Interpolationssatz liefert dann die Behauptung (beachte d > 2).

Seien also g € (1,d) und u € L? fest. Wegen (i) existiert die Inverse und gemf (1)

schreiben wir
1 T 1 o0 1
u=m 2 / t"ze My dt+m 2 / t—ze Ay dt
0 T

=:v =w

Nl
-

A

mit einer Konstanten T > 0, die wir erst spéter festlegen werden. Es gilt nun
1 [ 1 a q—d
ol Sa w4 [ A H all de < €7 ull,
T

(Cy > 0 geeignet). Zu festem A > 0 wihlen wir jetzt ein 7' > 0 mit

g—d A q Al 1 q2
C, T2 =-T2= (- Ta-
q 1 HUH(I 2 (QCqHu”q) K

Es gilt dann tatséchlich
(A3 2 N) < lo] = 2) < (D) ollg < (2) 042079 ) 2
- 27702 =12 9
Sq AT [ullg
(#i) = (i41): Die Stetigkeit impliziert
lul3. = A2 A% |3, < ||A%u|? = alu,u)  (Yu € D(a))

(#91) = (i): Wegen (ii) gilt fiir alle uw € D(a) und ¢ > 0

le™ M ull3. < ate™Mu e u) < [le™Mullo||Ae™ull2 < ¢ ]ull3,
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also
e |y SEV2 (v > 0)

Lemma 2 liefert nun die Behauptung. (]

Verbesserung. Das folgende Lemma, schlielich erlaubt es L2-L>°-Abschétzungen
mittels L?2—L?-Abschitzungen zu verbessern.

Lemma 6. Fiir eine Halbgruppe T(t) auf L? und Konstanten d > 0 und w, o € R
gelte

T ()22 St (VE>0)
IT(t)]|r2mr~ St T (V2> 0)
Dann gilt sogar

T ()] L2y poe <t 5 “H(1 + max(a + w, 0)t)

d
P

(V¢ > 0)

Beweis. Nur der Fall 8 := a+ w > 0 ist interessant. Wir betrachten die reskalierte
Halbgruppe S(t) := e“!T'(t). Nach Voraussetzung existieren Konstanten M > 1,
C > 0 mit

IS@lz2—re < M

1S(t)] Lo pe < CE e
Fiir 5t < 1 gilt natiirlich

1Sl 2o pe < Cet™4
und fiir 8¢ > 1 erhalten wir

1 1
1@z re < WS (Gp2reeISE = Fll2-r2 < Ceps M

4
1

< MCet % (Bt)

Zusammen gilt

4 4
1 1

IS@)|z2mpe St 51+ B)
und das zeigt die Behauptung. O

3. GAUSSABSCHATZUNGEN

Voraussetzungen. In diesem Abschnitt sei Q C R? offen, 1 das Lebesgue-Maf
und H} CV =V C H! ein Unterraum. Wie betrachten eine gleichmdfig elliptische
Form

ay (u,v) == /Q(Vu)TA(W) + 07 (Vu)o + uc” (Vo) + aguv dx

auf L2, d.h. die Koeffizienten A := (a; ;), b := (b;), ¢ := (¢;) und ag liegen in L>°
und es existiert eine Konstante n > 0 so dass gilt

RecT A€ > nl¢)?  (ae.,VE € CY
Den assoziierten Operator bezeichnen wir mit Ay .

Wir wollen uns im Folgenden auf den Fall reellwertiger Leitkoeffizienten A und
Raumdimension d > 3 beschrianken. Auf die erste Einschrankung ldsst sich fiir her-
mitesche A unter bestimmten Wachstumsbedingungen verzichten. Die zweite ist
generell unnétig: Wir treffen sie lediglich, um die folgende Darstellung zu vereinfa-
chen; die Sdtze (nicht aber das Lemma), die wir beweisen werden, gelten aber auch
im Falle d < 2.
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wt

Schlieklich wollen wir noch annehmen, dass der Raum der Bedingung
u €V = (1A|u])sign(u) € V
geniigt sowie dass eine stetige Einbettung V < L2?" existiert.

Beispiel 7. Satz 5 angewendet auf die Gaufthalbgruppe aus Beispiel 1 liefert eine
Sobolev-Ungleichung auf RY. Da sich jede Funktion in HE(2) durch 0 zu einer
Funktion in H!(R?) fortsetzen lisst, erhalten wir also immer eine Abschiitzung

lullzs S1IVullz  (Vu € Hy),

Insbesondere existiert immer eine stetige Einbettung H§ < L?".

Besitzt  die Erweiterungseigenschaft, d.h. existiert eine stetiger Fortsetzungsope-
rator H'(Q2) — H(R?), so existiert die gewiinschte Einbettung sogar fiir beliebiges

Erinnerungen. Unter den Voraussetzungen an Raum und Koeffizienten erfiillt die
von Ay induzierte Halbgruppe fiir jedes p € [2, 00) die folgende Wachstumsschranke

||67Avt||L:D_>L;D < evrt (Vt > 0),
wobei

111 p _
wp 1= 5(5+§)lebr0¢\|io+EZHRe(Ci)HioJrH(Re(ao)) [loo

Auferdem erhalten wir mit

s(Ay) :=inf{Reay (u,u) :u € V,||u|]l]a =1} > —ws
immer eine akkretive Form ay — s(Ay) (sieche [Ouh05, Theorem 4.28])).
L?—L>*-Abschiitzungen. Wir beweisen zunichst in zwei Schritten eine L2-L°°-

Abschétzung, welche wir dann durch Storung in eine Gauflabschétzung verwandeln
kdnnen.

Lemma 8. Fir alle ¢ > 0 haben wir eine Abschéitzung
e llpaspar St 2l ¥ (v > 0)

Falls V = H(Q) so ist sogar e = 0 erlaubt.

Beweis. (1) Zunéchst erhalten wir aus der Ellipizitatsbedingung die Abschéitzung

lIVulf < Re [ (V)T A(TW) do
Q

=Re(ay (u,u) — Z /Q bi(D;u)u + ¢;(D;u)u dx — /Q aolu|?dz)

<Re(ay (u,u)) + Z /Q(I Re(b; + ¢;)| + [Tm(b; — ¢;)])| Diul[uldz + [|(Re(ao)) ™[] ull3

1 _
<Re(ay (u,u)) + gI\VUIlﬁ + <2n > Il Re(b; + )| + [ Tm(bi — ei)l[]3 + [|(Re(ao)) ||oo> [Jull3

=w

(mit Cauchy-Schwarz und ab < 1 (a? + b?)), also

n
IVullz < Refay (u, u)) + wllull3
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(2) Andererseits liefert die stetige Einbettung V' < L?" fiir jedes feste € > 0 eine
Abschéatzung der Form

n
[ull3 S ellull3 + IIVullz  (YueV)

Im Fall V = H}(Q) kénnen wir wegen Beispiel 7 sogar € = 0 zulassen konnen. Jetzt
rechnet man noch nach, dass w < ws« gilt. Dann folgt

)
Jull3. < (e +wa)[[ull3 + Re(av (u,u))  (VueV)

(3) Nach der Erinnerung oben definiert T'(t) := e~ 4vte(w2r Tt gine Kontraktions-
halbgruppe auf L?". Es folgt

t
H|T(yul 3. < / 1T (s)ul 2. ds

@ [t
5/0 (e + wae )| T(s)ull5 + Re(ay (T(s)u, T(s)u)) ds

t
d
*/ deT(S)UH%ds = |[ull3 = |T(t)ull3
0 S

<lulp (V> 0,ue L2N L),
d.h.
1
T2 spr S 72

Damit ist das Lemma bewiesen. ([
Satz 9 (L?-L>-Abschiitzung). Fiir jedes ¢ > 0 haben wir eine Abschdtzung

le™ V| oy roe <t Te ™AV 4+ (ag 4+ can + e+ s(Av))t)T (V> 0)
mit

_ 1
a = [|(Re(ao)) ™ loo +52 16 = cil %,

2
Qg 1= EZ [ Re(ei)ll%

und einer Konstanten ¢ > 1, die nur von d abhingt. Falls V = H}(Q) so ist sogar
€ =0 erlaubt.

Beweis. (1) Fiir jede Konstante ¢ > 1 (wir werden diese spéter festlegen) gilt
a1+ cag + s(Ay) > a1 +ag + s(Ay) =we + s(Ay) >0
Deshalb und wegen
e AV oy pe < e~ S(AV)E
und Lemma 6 geniigt es, folgende schwiichere Abschétzung zu beweisen:

le™AV ey poe S 87 FelorFecaber

(2) Sei p € [2,00); es gilt dann 2(p — 1) > p. Die Erinnerung und Lemma 8 liefern
€™V pay par < Ct™ 2l ¥t
wa(p—1)t

le™ V! L2w-1 20 < e

Jetzt wenden wir Riesz-Thorin-Interpolation an (§ = ]%, q= %p):

_ i1 _ et
lle AVtHLPﬁLPd/(d*l) < Ot~z ewrr +(1=0)waip-1)t 5
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Man rechnet leicht nach, dass

200 -1+ 7%
Busge + (1= B)angpor) < o+ ——— ag
| S —
=

gilt; so erhalten wir die Abschétzung
i3 et
|‘€7Avt||Lp_>Lpd/(d—1) < CPt e(a1+’ypa2)t6 o

(3) Mit deren Hilfe kénnen wir uns nun wie Beweis von Lemma 2 schrittweise der

gesuchten Norm n#hern (nédmlich jeweils um den Faktor % > 1): Wir setzen

ty = %(%)’k und py = 2(%)’“. Dann gelten Y t; = 1 und Zpik =4 und

wir erhalten

He_AVt”L?%Uo < H He_ttkAVHLPk — LPk+1
k

L 1 etty, (2)
< H Cr + 7on (a1t a2tk oy < t*%e(aﬂrcam%)t

k

mit der Konstanten ¢ := max(1, > tx7,,) € [1,00), die nur von d abhéngt. Schritt
(1) liefert nun die Behauptung. O

Gaufiabschitzungen. Unter einer zusétzlichen Bedingung an den Definitionsbe-
reich der Form erhalten wir nun das Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 10 (Gaufkabschétzung). Erfillt der Definitionsbereich die Bedingung
weV=elueV (V) € C®(R%R) mit b, |Vip| beschrinkt)

so besitzt die Halbgruppe (e’A‘/t)tZO einen Warmeleitungskern (pv.+)i>0. Er gendgt

fiir jedes € > 0 einer Abschdtzung
|z —y|?

Ipve(z, )| S % exp <_46t> eldatet (a.e.,Vt > 0)

~gst(x,y)
mat

a:= [[(Re(ao)) ™ [|oo + Z 1b: — cil 2 + Z(II Re(b)|I2 + [ Re(en)lI3.)

und einer weiteren Konstanten 0 > 0, die nur von d, n und ||A||s abhdngt. Falls
V = HY(Q) so ist sogar € = 0 erlaubt.

—Avyt

Beweis. (1) Zunéchst wenden wir Satz 9 auf e und e~ 4v* an, und erhalten fiir

festes € eine L'-L*>-Abschitzung

d

1
||6_Avt||L1*>Loc S t—Ee—“‘(AV)t(l + (ca +e+ ES(AV))t)%

(beachte: (i) die Konstante ¢ hier hingt jetzt von d und 7 ab; (ii) beim Ubergang
zur adjungierten Form vertauschen sich die Rollen von c; und by, daher die sym-
metrische Form der Konstanten «). Diese Abschétzung liefert sofort die Existenz
eines Kerns (py,;) mit

d
2

1
Ipv.elloe S 267 (14 (car+ e+ Ss(Av))t)
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(2) Unter Benutzung von 1+ z < ¢ und nach Abénderung der Konstanten lésst
sich diese Abschitzung abschwéichen zu

HpV,tHoo < Ct_%e(0a+e)t
Es lasst sich leicht iiberpriifen, dass die Konstante C' nur von V, 1 und e abhéngt.

(3) Wir wenden jetzt ein Storungsargument an. Fiir festes A > 0 und beschréanktem
¢ € C®°(R%R) mit ||Ve||oo < 1 betrachten wir die folgende Form auf V:

by (u,v) := ay (eMu, e v)

Sie ist wohldefiniert wegen der zusétzlichen Forderung an V. Der Hauptteil der
Form bleib dabei gleich; die ||¢;||oo und [|d;||oo &ndern sich um O(A||Al|o) und
l|ao||co um O(N?||Al|s); damit #indert sich die Konstante o um O(M?|| Al )-

Die von by induzierte Halbgruppe geniigt also wegen (2) einer Abschétzung
|‘€_/\¢€_Avte>\¢”L1ﬁLoo < Ct_ge(é(a+>‘2)+6)t
mit gleichem C und einer neuen Konstanten § > 0, die nur von d, n und ||A||

abhéngt. Insbesondere héngen beide Konstanten nicht von der Stoérung ab! Die
Abschétzung iibertrigt sich wie folgt auf den Kern:

pris(a,y)| < O8N0 6t (ko

peziell fir A := == ergibt sic
4) Speziell fiir A := W) ergibt sich

46t
(wobei die Nullmenge, auf der die Behauptung nicht gilt, nicht von ¢ abhéngt).

pve(z,y)| < Ot~ % exp (—WW> et (ae., vt > 0)

Jetzt optimieren wir noch iiber ¢. Fiir jedes z,y € Q wiirde die Funktion ¢(z) :=
min(jz — z|,|r — y|) die Behauptung liefern; wir diirfen sie aber offenbar nicht
direkt verwenden. Es ist allerdings moglich, sie durch eine Folge (¢,,) von CZ°-
Funktionen mit ||[Vén|leo < 1 zu approximieren (vgl. [Dav87]). Wir erhalten die
Gaufabschdtzung dann durch Grenziibergang. O
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